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RESUMO

Esse artigo aborda uma apresentacdo sucinta do surgimento dos fractais e a importancia da sua
descoberta para ciéncia, arte e tecnologia, bem como a realizacdo de uma oficina sobre fractal
realizado pelo primeiro autor deste artigo sob a orientacdo do segundo. Estas ac¢fes integram o
projeto do Programa Institucional de Bolsas de Iniciacdo a Docéncia (PIBID/UFPA). Dentre os
tedricos utilizados destacamos Barbosa (2002), Almeida (2007), Fuzzo (2009), Rabay (2013) para o
ensino de matemética e quanto a abordagem histérica e propriedades dos fractais destacamos
Carreira (2015), Mandelbrot (1989), Feder (1988) e Dauben (1979). Participaram desta oficina 25
alunos dos Cursos de Matematica e Ciéncias Naturais. Propomos como atividades o uso de cartdes
de papel para criar fractais, na qual os préprios alunos fizeram as constru¢des, com isso exploramos
as inumeras possibilidades de desenvolver varios ramos da matematica, destacando um deles a
disciplina Progressdo Geométrica (P.G). Os resultados apontaram: (a) que a abordagem de
geometrias ndo euclidianas pode viabilizar a motivagdo para os alunos em formacéo; (b) o uso de
demonstracdes para aquisicdo da linguagem matematica e do contelido de progressdo geométrica.
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1 Introducéao

Apresentamos a seguir 0s estudos que integram o0 projeto intitulado
“Pesquisas em Educagcdo Matematica na Formacao de Professores: Metodologias e
Perspectivas para o Marajé/Breves” do PIBID/UFPa (Programa Institucional de Bolsa
de Iniciacdo a Docéncia). Na ocasido foram realizadas oficinas juntos aos alunos do
curso de mateméatica e ciéncias naturais sobre a geometria fractal. A fim de se
convencer que tal geometria merece os debates nas salas de aulas, que estédo
presumidamente admitidos ao cotidiano dos alunos. Neste sentido, temos como
problematica: como a geometria fractal pode auxiliar o ensino e aprendizagem de
conceitos mateméaticos? Como as demonstracdes em matematica podem viabilizar
as construcbes do conhecimento matematico? Os Unicos recursos disponiveis é
sempre alvo de imagens que servem mais como ilustracdo do que poderia ser
interpretado ou apontado sobre as construgdes sob 0s signos escritos, que no caso
especifico sera abordado pela confeccao de papel A4 para explorar conceitos de
progressdo geométrica. Ha uma dificuldade reciproca com as demonstracées em
matematica. Para tanto objetivamos, contrastar demonstracées que poderiam ser
articuladas ao educar matematicamente, da qual entendemos como o caminho para
as producdes escritas. Isso corresponde a visdo da linguagem na atualidade que
vem sendo implementada a educacdo mateméatica como a busca de novas praticas

metodoldgicas para o ensino e aprendizagem de matematica.

2 Um breve histérico da geometria fractal

A partir metade do século XIX e XX percebeu-se que nao era possivel utilizar
a geometria Euclidiana para descrever toda natureza, dai surgiram oS primeiros
anuncios dessa nova geometria nao-euclidiana. Certos fenbmenos da natureza ou
objetos que ndo possuem forma definida foram vistos como “monstros matematicos”
ou patologias que desafiava as noc¢cbes comuns de infinito (ALMEIDA, 2007).
Transformar algo como Galileu Galilei definiu com tanta veeméncia dizendo que o
alfabeto da natureza eram os circulos, triangulos e demais figuras euclidianas, foi
uma mudanca bastante significativa para o ensino da matematica.

Segundo Lesmoir-gordon et al, (2000, p.9):

As formas que Euclides — linhas diretas e circulos — provaram téo préspera
explicacdo do universo que os cientistas ficaram cegos as limitagdes deles,
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classificando as formas que ndo se encaixavam dentro do esquema de
Euclides como ‘nao intuitivas’ e até ‘patoldgicas’ (tradu¢do nossa).

A geometria classica sdo as linhas e os planos, os circulos e as esferas, os
triangulos e os cones que representam uma poderosa abstracdo da realidade,

servindo as correntes filosoficas de aspiracdes formalistas e platdnicas.

O matematico Janos Bolyai (1802-1860) publicou em 1832 os resultados de
sua pesquisa sobre geometrias ndo-euclidianas como um apéndice a um
trabalho volumoso de seu pai, o matematico Farkas Bolyai. E Nicolai
Ivanovich Lobachevsky (1792-1856) publicou em russo o primeiro artigo
sobre geometria ndo-euclidiana no Karzain Bulletin. Com intuito de provar
Quinto Postulado de Euclides admitiu que isto seria impossivel, surgindo
assim uma nova geometria, hoje conhecida como geometria hiperbélica.
(CRUZ, 2015, p.2).

Dai surgiu os primeiros fenbmenos como: poeira de Cantor, curva de Peano
curva de Koch, triangulo de Sierpinski e etc., cada um intitulado com o nome do seu
criador. Mas apenas em 1975 o emprego do termo fractal pode ser encontrado
quando o matematico polonés Benoit Mandelbrot pela primeira vez dele fez uso,
guando na iminéncia da completude da sua primeira grande obra sobre o assunto
“The Fractal Geometry of Nature” foi catalogada (MANDELBROT, 1975). Vale
ressaltar que Mandelbrot ndo criou essa geometria, apenas nomeou, sendo na
atualidade considerado por muitos cientistas com o “Pai” da Geometria Fractal, pois
criou o Conjunto de Mandelbrot considerado pelos mateméticos o conjunto mais
complexo da matematica. Segundo Barbosa (2002) se referindo a Mandelbrot, a
definicdo da palavra fractal do latim fractus, cujo verbo frangere corresponde a
quebrar; criar fragmentos irregulares, fragmentar. Em relacdo a definicao de fractal
esclarece Mandelbrot (1989) que a figura real deva se assemelhar com a figura
geométrica que constitui o todo. Para Feder (1988) “um fractal € uma forma cujas
partes se assemelham ao seu todo sob alguns aspectos”. As principais propriedades
que definem um fractal, sdo auto-semelhanca, a complexidade infinita e a sua
dimensé&o.

Para Carreira, (2015) auto-semelhanca € a simetria através das escalas.
Consiste em cada pequena por¢cao do fractal poder ser vista como uma réplica de
todo o fractal numa escala menor, ou seja, quanto mais diminuir o fractal ele ndo
perde a sua simetria. Em relacdo a dimensdo dos fractais ao contrario do que

sucede na geometria euclidiana, ndo € necessariamente uma quantidade inteira.
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Com efeito, ela é uma quantidade fracionaria. A dimenséo de um fractal representa o
grau de ocupacao deste no espaco, que tem a ver com o seu grau de irregularidade
(CARREIRA, 2015).

Portanto, a ideia de dimenséo dada por Poincaré com base nos fundamentos
euclidianos, em que ponto tem dimenséo 0, a reta tem dimensé&o 1, a superficie tem
dimenséo 2 e uma porcao no espaco tem dimensdo 3, agora jA ndo € aceita pelo
fractais, pois a dimenséao é fragmentada, na qual satisfaz os nimeros néao inteiros e
irracionais.

Niels Fabian Helge von Koch matematico sueco, descreveu um dos primeiros
fractais denominado Floco de Neve de Koch ou curva de Koch. A sua construgdo se
inicia substituindo o terco central de cada um dos lados, supostos cada um de
comprimento unitario, por outros dois segmentos com comprimentos de 1/3,
formando-se uma estrutura triangular equilatera, sem a base que justamente
corresponderia a porcdo removida (ASSIS, 2008). Algumas propriedades que
versam os fractais do Floco de Neve de Koch:

I.  No limite, a curva ndo apresenta tangente em ponto algum.
[I.  Embora ela se inicie a partir de uma reta de comprimento L, seu comprimento

é infinito.

[ll.  Note que uma curva de comprimento infinito pode ser colocada em uma area
finita.

Observe a sua construcdo pelo processo interativo feito em computador.

ANETEDS

=2

Figura 1 — Floco de neve
Fonte: Imagem extraida de Almeida (2007)

O Triangulo de Sierpinski foi descrito por Waclav Sierpinski matematico
polonés, uma curiosidade sobre Waclav € que ele teve uma enorme reputacéo, a
ponto de ter seu nome em uma das crateras lunares (BARBOSA, 2002 p. 41).

Ele € uma das formas elementares da geometria fractal por apresentar
algumas propriedades tais como:

I.  Ter tantos pontos como o conjunto dos numeros reais;

II.  Ter areaigual a zero;
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lll.  Ser auto-semelhante;
IV. Na&o perde a sua defini¢do inicial 2 medida que € ampliado.
A sua construcdo da-se por processo recursivo. Segue os procedimentos por
RABAY (2013).
I.  Considere um triangulo equilatero;
Il.  Ligue os pontos centrais de cada lado. Dividindo o triangulo em quatro
triangulos iguais, retire o triangulo central;

Considere os triangulos restantes e retorne para o Passo 2.

Nivel 0 Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3 Nivel 4 Nivel 5

A A A N
Sads Lada Andh Anbd
& A A S A

Figura 2 — Tridngulo de Sierpinski
Fonte: Imagem extraida de Rabay (2013)

Georg Cantor (1845-1918), matematico de origem alema destacou-se por
apresentar ideias altamente inovadoras sobre o conceito de infinito, também foi o
formulador da teoria dos conjuntos, prop6s a constru¢cdo de um objeto que resultou
chamar-se de conjunto de Cantor ou “Poeira de Cantor” (DAUBEN, 1979).

A Poeira de Cantor € um subconjunto do intervalo [0,1] com o limite de um
processo iterativo. A seguir mostraremos 0S passos para sua criacdo que versa
Barbosa (2002, p. 25-26) para implementacéo nas aulas de matematica:

I.  No passo 0, considera-se o intervalo [0,1];
II.  No passo 1, retira-se o ter¢co do meio do intervalo [0,1];
llIl.  No passo 2, retira-se o terco do meio de cada um dos dois intervalos criados

pelo passo 1, [0,1/3] e [2/3,1];

IV. No passo n, retira-se o terco do meio de cada um dos intervalos criados pelo

passon — 1.
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Figura 3 — Conjunto de Cantor
Fonte: Imagem extraida de Barbosa (2002)

Barbosa (2002) sugere outras aplicacbes do fractal para o ensino nas aulas
de matematica. O que requer o uso de novas tecnologias de informacdo e
comunicacao, correspondente com as novas diretrizes para Educacdo Matematica.
Na atualidade tem sido um desafio para o exercicio do magistério, especialmente a

Educacéo Basica.

3 Procedimentos metodoldgicos

A compreensao das limitacdes da formacéo inicial no que tange as novas
praticas pedagdgicas, especificamente aos professores que ensinam matematica
sdo um dos objetivos a construgcédo desse estudo: (a) a importancia da incluséo da
geometria ndo-euclidiana; (b) a aprendizagem de conceitos matematicos através da
geometria fractal.

Diante disso, foram propostas oficinas sobre a geometria fractal aos alunos
em formacgéo. As acgdes destas oficinas integram o Projeto intitulado “Pesquisas em
Educacdo Matematica na Formacdo de Professores: Metodologias e Perspectivas
para o Marajé/Breves” ao PIBID/UFPA (Programa Institucional de Bolsa de Iniciacdo
a Docéncia), que tem como coordenador o professor Alan Lacerda.

Sendo assim, foi realizado no auditorio da Universidade Federal do Para,
Campus Universitario do Marajé-Breves atividades sobre como aborda a geometria
fractal em sala de aula. Aos 25 alunos participantes, (13) do curso de Matematica e

(12) do curso de Ciéncias Naturais foi apresentado um pouco sobre o histérico das
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geometrias ndo-euclidianas e sua importancia na aprendizagem de novos conceitos
em matematica.

Logo apos essa explanacéao foi orientado a construcdo dos fractais em papel
A4 (construcdo de Fractal no Papel A4), com o intuito de comtemplar a Progresséo
Geomeétrica. Nesta apresentacdo recorremos a slides, abordando dentre os temas: a
existéncia de outras geometrias, curiosidades, aplicacbes em outros ramos da
ciéncia, calculo dimensional e demonstracfes, com a finalidade de mostrar sua

importancia no ensino e aprendizagem de matematica.

4 Resultados e discussoes

Nos estudos realizados por Almeida (2007), observamos as atividades de
construcdes de fractais por meio do uso do papel A4, uma alternativa de ensinar a
geometria fractal e o conteddo de progressdo geométrica, evidenciando suas
propriedades, aplicacdes de leis e definicdes. Esses cartbes resultam de uma
sequéncia de cortes (linhas grossas) e dobraduras (linhas pontilhadas) que na sua
finalizacdo transformara de uma dimensado R? - R3 (ver figura 4).

Escolhemos o assunto de Progressdao Geométrica (P.G) ao observamos o
tratamento dados nos livros didaticos sem qualquer possibilidade de articulagdo com
a geometria fractal. Sendo assim, buscamos evidenciar algumas demonstracdes dos
fractais, tendo em vista, que seu estudo na Educacao Basica € limitado, e quando se
€ tratado o conteudo, limita-se a um aspecto visual, ndo fazendo referéncia as
notacdes matematicas. As proposicdes matematicas sdo imprescindiveis para
Educacdo Matematica.

O uso da geometria fractal através da constru¢do de cartbes tridimensionais
contempla ainda o lado ludico e criativo dos educandos, demonstrando aspectos
fisicos na natureza constituidos por fractais, desenvolvendo o raciocinio légico,
apresentando a evolucédo da geometria, relacionando os contelidos matematicos que
possam ser desenvolvidos na educacdo basica e familiarizando os mesmos aos
estudos mais aprofundados e aos conceitos da geometria e outras aplicacdes. Os
resultados apontaram a motivacdo dos alunos nas construcbes de cartdes e a
compreensao de conceitos matematicos aos contetdos de P.G (o termo geral, razéo
de semelhanca, ampliagéo, reducao e infinito).

O conteudo de P.G quase sempre é introduzido por férmulas e algoritmos em

seus estudos, o que dificulta a aprendizagem dos alunos. Na linguagem matematica
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a necessidade de operar com 0s signos escritos, pois a mesma envolve a
compreensao de regras algoritmicas e nota¢des simbolicas. As atividades com o uso
do material concreto podem auxiliar as construcbes das formalizagcbes em
matematica.

A atividade de construcao de fractais tridimensionais em papel apresentou a
geometria fractal em etapas de constru¢des das férmulas e propriedades. Para Assis
(2008) a importancia dos fractais esta em servir a ciéncia, arte e tecnologia.
Atividades essas que cada vez mais tem sido solicitada a criatividade humana.

A seguir procederemos a construcdo no papel A4 do Triangulo de Sierpinski
(ver Imagem 1) conforme sugestédo de Rabay (2013) que orienta aos passos:

Passo 1: Dobrar as duas folhas de papel ao meio. Reservar uma folha.

Passo 2: Marcar a partir da dobra, uma reta com metade do comprimento da
largura da parte dobrada.

Passo 3: Faca um corte nessa marca.

Passo 4: Dobre para dentro a parte superior.

Passo 5: Anote os dados no quadro. Para contar os volumes criados, sera
necessario desdobrar a folha.

Passo 6: Repita 0os passos 2 ao 4, quantas vezes seja possivel cortar e

dobrar.

Fractal Cut 6. Sierpinski's Triangles : Glue the grey area to the inside of the cover

Figura 4 — Planificacdo do cart&o (Tringulo de Sierpinski)
Fonte: Imagem extraida de Almeida (2007)

Segundo Almeida (2007, p. 17):
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Por ser um tema atual e amplo, a exploracdo da geometria dos fractais
permite tornar a aula de matematica um espaco propicio para
aprendizagem, que une aspectos ludicos da manipulacdo do cartdo com a
abordagem de conceitos matematicos. E possivel ainda investigar, a partir
de topicos da matematica tradicional, conceitos mais elaborados que podem
servir como introducéo para um contetdo futuro, como séries e limites.

Para Rabay (2013) o estudo dos fractais em sala de aula traz a compreensao
para os alunos de como os diversos elementos da propria natureza sdo percebidos,
pois montanhas ndo sao cones, raios ndao sao retas. Com isso, desencadeando o
exercicio analitico da matematica aplicada, abordada em diferentes niveis, com
intuito de provocar aos académicos em formac&do outros olhares sobre as suas
praticas pedagdgicas.

ApGs a explanacado sobre os fractais, os académicos foram instruidos para a
construcdo dos cartdbes tridimensionais de papel A4. Abaixo segue o
desenvolvimento de cada passo (Ver imagem 1):

Passo 1: Dobre uma folha de papel A4 ao meio, em seguida com uma régua meca a
sua altura h e seu comprimento c.

Passo 2: Corte no ponto médio do comprimento ¢ até a metade da altura h.

Passo 3: Dobre o um dos lados, formando um vinco na dobradura.

Passo 4: Repita 0 passo 2 e 3, s6 que agora corte no ponto médio ¢/2 até altura h/4.
Passo 5: Repita 0s passos anteriores quantas vezes forem possiveis.

Passo 6: Por fim, desdobre todos os retangulos criados para dentro. Caso queira

deixar rigido e decorativo o fractal, cole atras uma folha de papel colorido.

Comunicacédo | JEM, Marab4, Brasil, 2015.



Geometria Fractal: experiéncias pedagodgicas e aprendizagem de conceitos matematicos 10

Imagem 1 — Processo de construgdo do fractal em papel A4, com os respectivos passos (1), (3), (4),
(5) e (6). _
Fonte: Arquivos pessoais

Outra observacdo é que a medida que vamos construindo 0s passos das
atividades, se vai procedendo as realizacbes das etapas das construgcdes do
algoritmo e formulas. Os alunos observam que a cada interacéo triplica-se o nimero
de novos paralelepipedos, dessa forma pode-se concluir que os paralelepipedos
gerados, seguem a lei de poténcia 3", onde n = [0,+o[ sera 0 numero da
iteracoes.

Calculando a area do triangulo, tendo como andlise a Imagem 1:

Dado um triangulo equilatero de lados 1 cm, temos:

. 2
hzﬁeAt:ﬂ: At:ﬂ
2 2 4
Fazendo a primeira interacdo, quando tomamos t = 0, temos que:
12V3
Ay =
4

Continuando a calcular as interacdes:

ORI

A
1 4 16
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4 = 4_n+1

Portanto, podemos concluir que chegamos a uma progressdo geomeétrica,
onde a; =1 e sua razdo q =1/2. Se calculassemos soma dessa P.G,
encontrariamos a mesma area do triangulo inicial. Isso nos levar afirmar que, se
tivéssemos um triangulo e fossemos retirando os novos triangulos gerados pelas
interacbes deste fractal a area resultante seria zero. Observamos ainda, as
construcbes no papel A4, das demonstracbes que compdem O ensino e
aprendizagem de matematica, onde na maioria das vezes € tida como impasse a
construcdo do conhecimento matematico.

Se tomarmos um segmento de reta n e dividirmos utilizando a propriedade de
auto-semelhanca em p partes iguais, em que as escalas tenham uma razédo r.

Obtemos a seguinte expressao, com o humero de segmentos:

X[

Da mesma forma, tomemos um quadrado dividindo p partes iguais de cada
uma dos seus lados. Obtém-se p? quadrados similares ao todo.

Logo, p? = n, relacionando n e r temos:

. ~ N , 1
Analisando cada expressdo, chegamos a férmula geral, n = >t

em que n
representa os numeros de réplicas, r razdo de semelhanca e D a dimensao espacial.
Agora aplicamos o logaritmo em ambos os membros:
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1
Inn = lnr—D

Aplicando a propriedade logaritmo de um quociente, temos:

Inn=Inl1—1Inr?
Inn=0—In7r?

Aplicando a propriedade de uma poténcia, temos:

DInr=—Inn
Inn

Inr

Dai, concluisse o calculo para dimensionar um objeto fractal em que n sera o
namero de cépias do objeto original e r € o fator de resolucéo.

A demonstracdo acima mencionada por Murr et al (2005), relata sobre o
método de Homoteia ou de Auto-similaridade para o calculo de dimenséao fractal,
este método permite calcular a dimensédo de alguns objetos, que resultam em um
namero fracionario, uma das caracteristicas é a extensdo do conceito de dimenséo
topoldgica. Existem ainda outros métodos que também pode ser explorados como
intuito de calcular a dimenséo fractal, tais como: dimenséo de contagem de caixas e

dimensao de Hausdorff-Besicovitch.

5 Consideracgdes finais

Percebemos uma variedade de conteudos que podem ser estudados pela
geometria fractal como: éareas, volumes e perimetros, iteracdo de funcdes,
trigonometria, progressdo geométrica, semelhanca de figuras (razdo de semelhanca,
ampliacdo, reducdo, razdo entre areas e volumes de figuras semelhantes),
operacdes com conjuntos, conteudos estes que intergram os manuais didaticos e
orientacdes dos Parametros Curriculares Nacionais (BRASIL, 1998).

A geometria fractal ainda é pouco conhecida na sala de aula por professores
e alunos por ser um estudo relativamente recente, embora se reconheca nela o uso
de recursos computacionais (jogos eletrbnicos, animacbes 3D, softwares
matematicos) imprescindiveis na atualidade, onde fazer uso de tais recursos
computacionais tem sido o desafio para os profissionais da educagéo. Dessa forma,

esta pesquisa objetiva apresentar possibilidades da inclusdo da Geometria Fractal

Comunicacédo | JEM, Marab4, Brasil, 2015.



Geometria Fractal: experiéncias pedagodgicas e aprendizagem de conceitos matematicos 13

na Educacdo Basica e a formacdo dos futuros profissionais ao exercicio do
magistério.

Os resultados trouxeram reflexfes para se pensar aos processos de ensino e
aprendizagem de matematica, como também demonstrar a defasagem de
conhecimento em alguns educandos, com relacéo a Geometria Classica, conceitos e
definicbes que s&@o ensinados aos curriculos como crengas muito enraizadas.
Propondo atividades que possam ajudar as construcdes ao dominio da escrita em
matematica contribuindo com a formacdo do educador matematico que precisa
articular as competéncias e habilidades em matematica com as praticas

pedagdgicas.
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