IT JORNADA DRE_ESTUDOS
Em MAZT EMAXT I C A

00919,
Tgcl?wformot'c" L

5IN0 i | 8
gg F{]\Otemotlco /*‘\\ <

|

ESPACOS DE HILBERT

Resumo

Neste trabalho daremos énfase ao estudo dos Espagos de Hilbert. Para isso serdo apresenta-
das e discutidas as definicdes e propriedades de Espago Vetorial e Espaco com Produto Interno.
Neste sentido serd mostrado um exemplo que satisfaz a definicdo da Forma Bilinear e do Pro-
duto Interno. Vale ressaltar que todo produto interno € uma Forma Bilinear, mas nem toda
Forma Bilinear € um Produto Interno. Serdo também expostos os conceitos de Norma e de Es-
paco Normado, nos seus exemplos serdo usados a Desigualdade de Cauchy-Schwarz e através
das propriedades de Norma e Produto Interno serd mostrada a lei do paralelogramo. Sequéncia
de Cauchy, Espaco Métrico Completo e Espacos de Banach s@o os conceitos que completam a
defini¢do de Espaco de Hilbert, os quais sdo fundamentais para evidenciar as suas diferencas
com os espacos de Banach. A partir de todos esses conceitos serdo feitas aplicacdes para iden-
tificar quais Espacos podem ser caracterizados como Espacgo de Hilbert, como por exemplo, o
espaco [? das sequéncias dos quadrados somdveis e um contra exemplo serd o Espago [P com p
diferente de 2 que ndo € um espacgo de Hilbert.

Palavras-chave:Espaco vetorial. Produto interno. Sequéncia de Cauchy. Norma. Espacgos de
Hilbert.
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1 Introducao

A Andlise Funcional é o ramo da Matemética, e mais especificamente da Anélise Real, que
trata do estudo de espagos de fungdes. Tem sua histéria no estudo de equagdes diferenciais e
integrais e da Transformada de Fourier. A modelagem foi de grande impulso para o avango
da Andlise Funcional, durante o século XX, devida a John Von Neumann, da mecanica quan-
tica em espacos de Hilbert. Espacos de Hilbert foi discutido primeiramente por volta de 1912
pelo brilhante matemdtico Alemao David Hilbert, quando trabalhava em equacgdes integrais.
Nascido em Konigsberg, na Prassia Oriental, hoje cidade de Kaliningrado, na Russia. Dou-
tor pela Universidade de Konigsberg (1884), onde também foi professor (1886-1895). Famoso
como renomado professor de geometria euclidiana na Universidade de Gottingen (1895-1930),
onde deu continuidade a brilhante tradi¢io matemdtica de Gauss, Dirichlet e Riemann. Neste
trabalho, serd feito um estudo sobre espacos de Hilbert que é uma generalizacdo de espacos
euclidianos pelo fato de ndo estar restrito a um nimero finito de dimensoes.

2 Conceitos Preliminares

Inicialmente serdo apresentados alguns conceitos e propriedades de importancia crucial para
a defini¢do de Espacos de Hilbert, tais como: Espaco Vetorial, Espaco com Produto Interno,
Norma e Espaco Normado.

2.1 Produto Interno

Definicao 2.1 Diz-se que V é um espaco vetorial sobre K quando as operagdes (+) e (-) satis-
fazem as seguintes propriedades:

D (ut+v)+w=u+ (v+w).

i) u+v=0v+u.

iii) 30 € Vtalque w+ 0 = u (0 é o vetor nulo).

iv) 3—u e Vitalque u+ (—u) =0 (elemento simétrico).
V) a.(u+v) =au+ aw

vi) (a4 f8).v=auv+ o

vii) (af).v = a.(pv)

viii) 1.4 = u (1 elemento neutro multiplicativo).

Definicao 2.2 Seja V um espaco vetorial. Um produto interno em V € uma fung¢@o bindria com
uma aplicac@o (,) : V x V — IR que a cada par de vetores u e v, associa um nimero real,
denotado por (u, v), satisfazendo as seguintes propriedades:

1. (u,v) = (v,u); Yu,v €V (simétrica)

i) (u+v,w) = (u,w) + (v,w); Yu,v,weV
2. i) (u,v+w) = ,w); Yu,v,w eV (bilinearidade)
iii) (au,v) = alu,v) = (u,av); Yu,v €V, a € R



Espacos de Hilbert 2

se (u,u) =0 u=0

S e
3. (u,u) >0 { se (uu) >0 u0 } (positividade)

No caso de uma aplicagdo (,) : V x V — C é importante observar que em um espago vetorial
sobre o corpo do complexo, o produto interno possui a propriedade de simetria Hermitiana, dada
por, (u,v) = (v, u), que é necessdria para garantir a propriedade de positividade. Deste modo,
da propriedade 1) e 3) resulta que o produto interno € linear conjugado na segunda varidvel.
De fato, seja o elemento iz € V/, em que o produto interno nao € linear conjugado na segunda
variavel, tem-se,

(iu, iu) = ii{u,u) = i*(u,u) = —1{u,u) < 0.

Nao satisfazendo a propriedade 3), pois (u, u) > 0.

Agora, considerando a propriedade simétrica hermitiana em que o produto interno € linear con-
jugado na segunda varidvel, obtem-se,

(iu, iu) = (iu, iu) = ii{u, u) = (u,u) > 0.

A qual satisfaz a propriedade 3).
Mostrando assim, que C proveniente da propriedade simétrica hermitiana, define um espago
com produto interno.

Exemplo 2.1 Considere o espaco vetorial real IR". Verifique se a aplicagdo (z, y) Y

define um produto interno em IR".

Solucdo: O espago das sequéncias de IR" € constituido por x = (x;) = (z1,...,2,) € y =
(y;) = (y1, ..., yn), nesse sentido serdo provadas as propriedades do produto interno.

1) Da aplicac¢do dada tem-se que

n
E TiYi
i=1

Como a multiplicacdo é comutativa, entao,

= |T1y1 + Tay2 + - - + TpYnl.

(x,y) = |y1x1 + Y22 +---+ ynxn|
Logo,
i=1
Assim,

(,y) = (y,2).

Mostrando a simetria.
2)Sejax = (w1, 22,...,xp) €y + 2= (Y1 + 21,Y2 + 22, ..., Yn + 2, tem-se que

$ y+z yz+zz |x1(y1+Zl)+x2(y2+22)+"'+xn(yn+zn)|a
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ou ainda,
(z,y+2) = Zn:(l'zyz +2;2)| = |1 + 121+ Toyo + Tazo LA Ty + Tp2n|.
i=1
Assim,
(x,y + 2) .+ lezl = (g1 + Toya + .. F xpyn) + (T121 + T220 + .+ Tp2))

Da desigualdade triangular,
(x,y+ 2) < |1y + Toyo + - .. + Tpyn| + |T121 + To2o + ..+ Ty 2,

Logo,

Portanto,

Nao satisfazendo a propriedade de bilinearidade

Z TiYi

=1

Consequentemente, a aplicagdo (x, y) ndo define um produto interno em IR".

Definicao 2.3 Seja V' um espaco vetorial. Uma forma bilinear é uma aplicacdoa : V xV — IR
definida por (u,v) — a(u,v), tal que
i) Para todo v fixado, a(u, v) € uma forma linear em w, isto &,

a(uy + ug,v) = a(uy,v) + a(ug,v) e

a(au,v) = aalu,v).

ii) Para todo u fixado, a(u, v) € uma forma linear em v, isto é,
a(u, vy + v9) = a(u,vy) + a(u,vg) e
a(u, av) = aa(u,v).
Exemplo 2.2 O produto usual de nimeros reais define uma forma bilinear da seguinte forma,

p:RxR — R
(z,y) — ple,y) =2y

Solucao: Serdo verificadas se i) e ii) sdo safisfeitas com a forma bilinear assim definida.
Sejam, z, y, 2 € IR, com y fixado, tem-se que

p(x+2,y) = (z +2)y.
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Fazendo a distributividade, obtem-se,

p(r +z,y) = 2y + 2y.

Assim,
p(x + 2,y) = p(z,y) + p(2,y).
Seja,
plaz,y) = az - y.
Logo,
plaz,y) = azy).
Portanto,

plaz,y) = ap(z,y).
Isso mostra a forma linear em z para todo y fixado.
Da propriedade ii), fixando-se =z,
p(r,y +2) =y + 2).
Fazendo a distributividade, temos

p(r,y+ z) = xy + zz.

Assim,
p(@,y+2) = plx,y) + p(z, 2).
Seja,
Pz, ay) =z - ay.
Logo,
p(z, ay) = a(zy).
Portanto,

p(z, ay) = ap(x,y).

Isso mostra a forma linear em y para todo x fixado.
Assim, as duas propriedades da forma bilinear sdo satisfeitas, consequentemente a aplicagao é
uma forma bilinear.

Agora serd verificado, se a forma bilinear assim definida também satisfaz as propriedades simé-
trica e positiva do produto interno. Tem-se que,

p(x,y) = xy.
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Como a multiplicacdo é comutativa, assim,

pz,y) = yz.
Portanto,

p(z,y) = ply, z).
Isso mostra a simetria.
Sejap(z,z) = 0 < x = 0, tem-se que

p(z,x) = z.
Logo,

p(z,x) = 2°.

Assim, p(z,z) =0 < x = 0.
Seja agora, p(x,x) > 0 < z # 0, obtem-se

p(z,x) = z.
Logo,
p(z,x) = 2°.

Portanto, p(x,z) > 0 < = # 0.
Isso mostra a positividade.
Consequentemente a forma bilinear dada, também define um produto interno.

Teorema 2.1 Uma forma bilinear B : V' x V' — IR ¢€ simétrica se, e somente se, [B] é uma
matriz simétrica.

Portanto, uma forma bilinear que ndo é simétrica, ndo define um produto interno.
Consequentemente, dos exemplos dados obtemos que, todo produto interno ¢ uma forma bili-
near, mas nem toda forma bilinear é um produto interno.

2.2 Espaco Métrico

Definicao 2.4 Seja IV um espaco vetorial. Uma norma em V' € uma aplica¢do

IV - R
w =l

Onde ||u|| é chamada a norma de u e satisfaz as seguintes propriedades:
a) ||u|| >0, para ||ul]| > 0seu # 0 epara ||ul| =0seu = 0.
b) [[Aul| = [Al[[ul]; VueVelelR

¢) |lu+v| < Ju||+ |jv||; Vu,v e V. (desigualdade triangular).
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A partir do produto interno defini-se a norma de um vetor, por

Jull = v/ {u,u) = (u,Uﬁ, VueV. (1)
Agora serdo verificadas se as propriedades da norma sdo satisfeitas:

Propriedade(a)

1
Jul| = (u,u)? = 0= (u,u) =0 u=0,e
ull = (w,u)2 > 0= (u,u) >0 < u#0.

Propriedade(b) Paracadau € V e a € IR. Tem-se que
laul| = (au, au)r = (aa)2 (u,u)> = |afy/{u,u) = |a]]u.
Propriedade(c) Decorre da desigualdade de Cauchy-Schwarz, definida da seguinte forma,
[(w, o) < ullfo]- 2
Observa-se que a partir da defini¢do (1), obtem-se
lu+v]? = (u4v,u+v). 3)
Dai, pela propriedade de bilinearidade 2) em ii) do produto interno, tem-se que
(utv,ut+v) = (u,u+v)+ (v,u+v),
logo,
(ut+v,u+v) = (u,u)~+ (u,v)+ (v,u) + (v,0).
Como o produto interno é simétrico, entdo, de (3),
lu+v||? = (u,u) + 2{u,v) + (v, v).
Dai, escreve-se,
lu+0l* = (u, w) + 2(u,v) + (v,0) < (u,w) + 2/, v)| + (v,v),
logo,
lu+v||* < (u,u) + 2[{u, v)| + (v,v).
Usando a equacdo (2) e a defini¢do de norma, tem-se

lu+oll* < flull® + 2llul ol + 0],

ou ainda,

lu+ ]I < (lull + [lv])*.
Dai,

Ju+ ol < v/ ([lull + [[v]])>
Portanto,

[w 4ol < Jlull + [lv]l.

Provando assim, a desigualdade triangular. Portanto, a equacgao (1) define uma norma.
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2.2.1 Alguns tipos de norma

e A norma do infinito
[v]|oc = max |v;] ou o]l = sup |vi
1€l=n :

1<i<n
e A norma absoluta
vl = > |vil
e A norma /P

ol = (z) <p<

i=1

B =

e A norma euclidianall

n 2
[v][2 = (ZWQ) .
=1

Observa-se que a norma euclidiana é um caso particular da norma ¢ em que (p = 2). Vale
ressaltar que existem outros tipos de normas as quais dependem do Espaco que se pretende
estudar.

Proposicao 2.1 Seja X um espaco vetorial em que a norma é um caso particular do produto
interno. Vale a lei do paralelogramo,
lu+olf* + [lu = ol* = 2([[ul® + [[o]|*), Yu,veV.
Demonstragao:
Tem-se que,

u+v||? = (u+v,u+v) = (u,u) + (u,v) + (v,u) + (v,v)e,

lu—v|* = (u—v,u—v) = (u,u) — (u,v) — (v,u) + (v,v).
Somando termo a termo as equagoes,
lu+oll* + [lu — vl* = 2(u, u) + 2(v, v).
Colocando em evidéncia e aplicando a defini¢do de norma, entao,
lu+oll* + [lu = vl* = 2([[ul® + lv]|*).

Defini¢do 2.5 Um espaco vetorial normado é um par (£, ||.||), onde £ é um espago vetorial, e
||.|| € uma norma em E.

Proposicao 2.2 Todo espaco normado € espaco métrico.
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3 Resultados e Discussao

3.1 Espacos de Hilbert

A partir dos conceitos visto na se¢do anterior, ainda serd discutido sobre Sequéncia de Cau-
chy, Espaco Métrico Completo e Espagos de Banach os quais serdo fundamentais para a defini-
cao dos Espacos de Hilbert.

Defini¢do 3.1 Uma seqiiéncia (z,,) num espaco normado M é de Cauchy se, para todo € > 0
dado, existir ny € INtal que

m,n >ng = [T, — x| <e
Proposicao 3.1 Toda sequéncia convergente é de Cauchy.

Definicao 3.2 Um espagco métrico M € completo quando toda sequéncia de Cauchy em M ¢é
convergente em M.

Definicao 3.3 Seja M um espaco normado. Diz-se que M € um Espaco de Banach quando toda
sequéncia de Cauchy em M € convergente em M.

Nota 3.1 Essas defini¢des sdo cruciais quando fala-se em Espacos de Hilbert, pois todo Espaco
de Hilbert é um espagco de Banach e todo Espaco de Banach é um espago métrico/normado
completo. Sendo que a reciproca ndo é verdadeira.

Definicao 3.4 Espaco de Hilbert é qualquer espago vetorial que possua uma operacao denomi-
nada produto interno e cuja métrica gerada por esse produto interno o torne um espago completo
em relacdo a norma,

1= (., .)z.

O espaco ¢? definido como o espaco das sequéncias de quadrados somdveis é um importante
exemplo de Espaco de Hilbert. A seguir serdo dados exemplos de sequéncias que pertencem

ao espago (%, Considere z = (1,3,4,4,--+ ),y = (1,1,4,1,--- ) ez = (1,%,\%\%,...).

oo
1 1
2 . ., .
Note que, x,y € (7, pois g 52n e E 2 convergem, ja que trata-se respectivamente de
i=1

i=1
o)

uma série geométrica' e uma série harmonica® do tipo E —,comp > 1. Observe ainda que
n
i=1

0 2 e’}
. 1 1 . L. o
2 & (2, pois E (—) = E — que diverge, por se tratar da série harmonica, com p < 1.
i=1 Vn i—1

Exemplo 3.1 O espaco /2 ou espaco das sequéncias de quadrados somaveis é um Espaco de
Hilbert.

Wer Corréa [3] pag. 70
2Ver Corréa [3] pag. 72 e 83




Espagos de Hilbert 9

Solugio: O conjunto ¢? € constituido por todas as sequéncias x = (xy,- -+ ,z;, - - - ) de nimeros
reais, tais que

o0
E r;2 < 400, com i=1,---,00.
i=1

T , uclidiana, -se qu
Como x € ¢?, da norma euclidiana, tem-se que

“4)

z

Para mostrar que /> é um Espago Vetorial relativamente as operagdes = +y = (z; + ;) €
Ar = (A\z;), observa-se primeiro que caso v = (z;) e y = (y;) pertencem a ¢* entdo a série
oo

5 x,;y; € convergente. Nota-se que a convergéncia de uma série é simplesmente a convergéncia

=1
de uma sequéncia de somas parciais.

A Desigualdade de Cauchy-Schwarz para séries é dada por

(&) =(54) (£9)

iw < {27 AR
P \E \:

Assim,

fazendo n — oo, tem-se

Z%yiﬁ \23322 ZZ/? )
i=1 =

Da definicao dada por (4), tem-se que

®)

Logo,

>y < lzllllyl- (6)
=1

o0
Portanto, a série E x;y; € convergente.
=1
Agora, considerando z, y € (2, entdo para cada n € IN, tem-se

n n

Z(Iz +y)? = Z(%Z + 2%y + yi%) = Z i + Z yi® +2 Z TiYi-
i=1 i=1 =1

i=1 i=1
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Fazendo n — oo e usando a equacdo (5), tem-se que,

[e.9]

> (i) = el + Iyl +2 )z

i=1 i=1
Usando a equagao (6), tem-se

oo

D (i) < Nl + [yl + 2[lllyl-

=1
Como ||z||? + |ly|*> + 2|z||y| € um ndmero real. Logo,

o0

Z(Jcl + i) < 4o0.

=1
Portanto, z + y € /2.
Agora, v € (? e A € IRdai,

n

Z(/\Iz)Q = )\2 i 1’22.
=1

i=1
Fazendo n — oo e usando a equacdo (4), tem-se

o

> () = Nal.

i=1
Usando o argumento anterior,

o0

> (;)? < +oo.

=1
Assim, Az € (2. Consequentemente, £> é um Espaco Vetorial.
o0
Sera definido agora, o produto interno da seguinte forma, (z,y) = Z Z;Y;, cuja norma subja-

i=1
cente €,

Para mostrar que /2 é um espaco de Hilbert resta mostrar que ¢? é um espaco métrico completo,
isto é, que toda sequéncia de Cauchy em ¢? é convergente em /2.

Tem-se que a métrica usual € dada por d(z,y) = ||z — y||, logo pela defini¢do da norma eucli-
diana,
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Seja entdo (,,) uma sequéncia de Cauchy em (2. Para cada n € INe fixando qualquer i € IN,
tem-se por defini¢ao que

o0

|$mi - xm| — (xmz - xni)Q S Z(xmz - xm‘)2 - ||Im - InH
i=1

Logo,

Assim, (2,;)new € uma subsequéncia de (z,,) e portanto, (2,;)n,eN € uma sequéncia de Cauchy

de ndmeros reais. Dai, para cada ¢ € IN, existe um ndmero real a; = lim x,;, onde a =
n—oo

(al, ag, ...a;, )
Ainda, por defini¢ao de sequéncia de Cauchy, dado € > 0, existe ny € INtal que ||z, — x| <
e, Ym,n > ng. Logo, paratodo k € INe m,n > ng, tem-se

k

Z(IW — xm)Q < é

i=1
Fazendo £ e n fixos e tomando m — oo, da tltima desigualdade, obtem-se

k

Z(ai — )% < €2, V> ng.

i=1
Fazendo k£ — oo, tem-se que

o0

Z(ai — )% < €2, V> ng.

i=1

Como ¢? é um Espaco Vetorial, pode-se escrever a = a — x,, + x,, logo a € (2.

Note que V n > ng, (a — x,,) é dada uma sequéncia de quadrados somdveis, isto é, a — z,, € (2.
Dai, da dltima desigualdade escreve-se que

n
Z(ai — wm-)2 < \/6_2, VY n > ng,

i=1

ou ainda, |a — x,| = |1, — a|] <€, Vn > ng, ouseja, a = limz, em (2.
Assim, toda sequéncia de Cauchy em ¢? é convergente e portanto ¢? ¢ um espago de Hilbert.

Exemplo 3.2 O espago (7, para p # 2 ndo € um espaco de Hilbert.
Nota 3.2 Neste exemplo, defini-se a norma ||z||, por ||z||.

Solucdo: Este fato serd mostrado, através de um contra-exemplo. Seja x = (1,1,0,0,0,...) e
y=(1,-1,0,0,0,...) € %, da norma ¢? tem-se que,

S
I
—~
[—
_|_
—_
SN—
3 =
I
[\)
S

|zl = (17 + 17 + 07 + 0P + 0P + .. %)
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Considerando por um momento p par, assim

Iyl = (17 + (=1)P + 0P+ 0P + 0P +...)5r = (1 + 1)» = 25 )
E ainda,
r+y=1(2000,...) e x—y=1(0,2,0,0,...).
Logo,
le+yl= @) =2 e o—yl|=(2)5 =2
Assim,
lz+yll* + llz —yl* = 4+4=8 ©)
Recordando que, a igualdade do paralelogramo € dada por,
lz+yl* + lle —yl* = 2(l=[* + llyl*). (10)
Comparando a equagdo (9) com a equacdo (10), tem-se
2(ll=* + %) = 8. (1n

Substituindo a equacao (7) e (8) na equagao (11), obtem-se

2[(20)2+ (20)2| = 8
Assim,
2 2
2r + 27 = 4,
ou ainda,
20 (1+1) = 4,
ou seja,

Logo o unico valor que p pode assumir para que a lei do paralelogramo se verifique € o valor 2.
Assim, para valores de p # 2 a lei do paralelogramo nio se verifica, portanto o espago ¢? ndo é
um espago com produto interno.

Consequentemente, (¥ ndo € um espago de Hilbert.

4 Consideracoes Finais

Foi realizado neste trabalho, uma introducao ao estudo dos Espacos de Hilbert usando os
conceitos de Norma e Produto Interno entre outros. Durante o desenvolvimento do mesmo,
procurou-se fazer as demonstragdes de forma simples e clara, através da utiliza¢do de exemplos
de facil compreensao, sempre recaindo nas propriedades e definicdes do curso de Andlise Real.
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